DS de mathématiques n°1

Logique, calcul algébrique dans R — Corrigé

Noté sur 51 pts 42,5 pts pour le soin et la clarté,
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20/50

Exercice 1 — Autour de la suite de Fibonacci
/14,5

On considére la suite de Fibonacci (uy,)nen définie par :

u =0, u; =1
VneEN  Upyo = Upi1 + up
On peut facilement vérifier que tous les termes de cette suite sont posi-
tifs : on pourra utiliser ce résultat sans le démontrer sur la copie.
1) Calculer us, us, ug et us. /0,75
Uy = U + Uy =
u3:u2+u1:1+1:
’1L4:U3+U2:2+1:
us = ug +uz = 3+ 2 =1[5]
2) Montrer par récurrence simple que pour tout entier n > 2, on a :
3y, < 2upy < 4uy,
/4,5
Bareme détaillé :
e (0,5 pour la rédaction.
e 0.5 pour linitialisation.
e 3.5 pour I'hérédité.
On raisonne par récurrence simple.
3us =3
e Pourn =2 ona< 2u3 =4 donc 'inégalité est vérifice.
Jus = 4
e Soit m > 2 un entier. On suppose que 3u, < 2upr1 < 4u,.
Montrons que 3,11 < 2Upio < 4ty1. Or
3Upi1 < 2Upyo < AUy
<> 3Upr1 < 2Upi1 4 2uy < AUy

= Up+1 Uy < 2Up 1

2
2

NN

< Up+1 Up €t Uy < Uy
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— Montrons que u, 1 < 2u,. Par hypothése de récurrence, on
a 2Upy1 < 4du,, donc on en déduit que U1 < 2uy,.
— Montrons que u,, < u,,1. On a :

Up41 = Up + Up—1 = Uy car U, 1 = 0

On a donc bien 3w, < 2uUp0 < 4.
Finalement, I'assertion est vraie pour tout entier n > 2.

1 1 n
3) On considére la suite de terme général v, = — (W5> —
Vh\ 2
1 (1 -5

7 5 ) . Pour alléger I'écriture des calculs, on pose ¢ =
1 —
+/5 ot — \/5.
2 2
a) Calculer vy et v;. /0,75
1

1
’U(]:ﬁxlfﬁxli

v (50) - 5 ()

Q%x(uﬁfuf\fs))

1
=——x2V5
2v/5

=[1]

—_

b) Résoudre dans R I'équation 2—r—1>0. /1
Le discriminant de ce polyndme est

A= (=172 —4(-1)=5
Comme A > 0, il y a deux racines réelles :

C14+V5 1-V5

T 5 p et x_= =

Ainsi, (comme le coefficient dominant est positif)

S:H —007741’} U [ap,—i—oo[‘

¢) Soit n € N. Montrer que v,49 — Vi1 — v, = 0. /4
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Up+2 — Unt1 — Up

:L n+2 L n+2 (1 n+l i n+1)
VA A W A A

( 1 n 1 71)
NS
1 , 1 ,
" x (PP — 1)+ =" x (P2 —p— 1
NG (¥ —¢—1) 7" (v* =9 —1)
Or, par la question précédente, on sait que ¢ et 1 sont les

racines du polynome x> —z — 1. Ainsi, o> —p—1 et > —1p—1
sont nuls. Par suite, on a bien "UH+2 — Upg1 — U, =0 ‘

d) En déduire que : Vn € N u, = v,.
Montrons que pour tout n € N, on a u, = v,. On raisonne
par récurrence double.
e Pourn=0etn =1 onavuqueu =0=uvyet u =
1 = v1. Donc la propriété est vraie aux rangs 0 et 1.
e Soit n € N. On suppose que u, = v, et Uy11 = Upiq.
Montrons que u, 12 = v,12. Par la question précédente, on
a
Up42 = Uptl + Up = Upy1 + Uy = Upt2

d’ou le résultat au rang n + 2.

Finalement, on a bien : ‘Vn eN wu,=uv, ‘

Exercice 2 — Quelques équations
1) Résoudre dans R :

|-22° — 2z + 6] =4z — 1

On remarque que
|72127x+6| = |2x2+x76|

On va donc déterminer le signe de 22° + x — 6. (comme —2 est
racine évidente :)

208 42 — 6= (v —2)(2x +3)

. 3 .
Donc les racines sont 2 et ——. Ainsi, on a le tableau de signe

suivant :

/3,5

/7,5

/2,5
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T . ) 3/2 4o

22° +x — 6 + — +

On disjoint les cas :

e Sixz < —2oux > -, I'équation devient

DO W

20+ —6=4r—1
27" - 35 -5=0

= (r+1)22-5)=0
5
< xr=-—1 ou :1:=§
5 3
<:>m:§ car xr < —2 0111‘25

Ainsi, dans ce cas,
5
si={3)
. 31 .. . .
e Sizx e |-2 3| I’équation devient

—2— x4 6=4r—1
= —2:2—5x4+7=0
20" +52-7=0
= (z-1)2z+7) =0

7
< x =1 ou x:§

3
< xr=1 carz € [—2,2}

Ainsi, dans ce cas,

Sy = {1}

S=85US, = {1‘2)}

Finalement

2) Montrer que pour tout réel z :

2] + {H%J + {x—l—%J — 32]

/5

G. Peltier
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Onposek=|z|€Zete=x—k¢e [071[. Comme z =k + ¢, on
a:
lz] + x+1 + LL‘+2 = |3z]
3 3]
1 2
<:>k7+{k+5+3J+{k+5+3J—L3k+3aj

3
N {+;J + {HgJ ~ 3¢

Montrons donc cette derniére égalité. On disjoint les cas :

1 2
= k+k+ {5+J +k+ {5+3J = 3k + | 3¢]

. 1
0810<5<§,ona:

1<*+1<2 LE+IJ—O
353 °3 3
2 2 2
- <e+-<1 = 2 =
3 +3 LE+3JU
0<3k<1 3] =0

donc on a bien égalité.

t 2
081§§€<§,ona:

donc on a bien égalité.

2
081§<5<1,0na:

1< +1<4 5+1 1
X€ > > 5| =
3 3 3

4 2 5 2
-<e+=-<= T Z| =
3 +3 3 {E+3J 1
2<3<3 |3e] =2

donc on a bien égalité.
Finalement, on a bien montré le résultat voulu.

Exercice 3 — Une équation fonctionnelle

Déterminer toutes les fonctions f : R — R qui vérifient :

(E): Vr,yeR f(x—y)=flz)+ fly) — 22y —1

/5
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/5
Baréeme détaillé :
e 1 point pour la rédaction de [’analyse-synthése.
e 3 points pour [’analyse.
e [ point pour la syntheése.
On raisonne par analyse-synthése.
e Analyse : soit f une fonction solution de (£). Pour z =y = 0, on
a donc
f(0) = f(0) + f(0) =1
= f(0)=1
Pour tout x € R, avec y = x, on obtient
F(0) = f(@) + fla) — 22* — 1
= 1=2f(z) - 22" -1
= f(z)=2*+1
e Synthése : soit f : x +— x> 4 1. Vérifions si f est solution de (E).
Pour tous z,y € R, on a
f@)+ fly) =22y —1
::L'2+1+y2+1721'y71
=22 +” — 2oy + 1
et
fa—y)=(r—yP+1=2"+y" =20y +1
Ainsi, f est bien solution.
Finalement,
‘S:{f} avec f:.r»—>,7:2+1‘
Exercice 4 — Une inéquation a paramétre /9
Résoudre dans R en discutant selon le paramétre m :
vmr+12>zx
G. Peltier 6/13



On pourra discuter selon les cas m =0, m > 0 et m < 0.
e Pour m = 0, I'équation devient 1 > x, donc dans ce cas,
S, = } — 00, 1]
e Pour m > 0, I'équation n’a un sens que si mz +1 > 0, ie.
1 . 1
r>——, doncsiz €D avec D = [,+oo {
m m

— Si 2z <0, alors comme vmax + 1 > 0, le réel x est nécessaire-
ment solution. On a donc dans ce cas

1
Sm,,l = |:7U:|
m
— Sixz >0, alors on a
vmr+1>2r <— merl}xQ

— 2> —mar—-1<0

Le discriminant de ce polynéome est
A=m’+4>0
Il y a donc 2 racines réelles distinctes :

m+vm?+4
Ty =—"
2
si bien que
22—mr—1<0 < - < T <oy
Cependant, x doit aussi respecter la condition z > 0 (et z >

1
——). On remarque que
m

m? +4>m? donc Vm?2+4>|m|l=m

si bien que x_ < 0. Par ailleurs, comme m > 0, on a claire-
ment z > 0. Finalement, dans ce cas

Sm.Z = }0 I+]
Ainsi, sim >0, on a

1 m+vm?+4
Sy = m,1 U Sm,? = [m, f
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e Pour m < 0, I'équation n’a un sens que si max + 1 > 0, ie.

x < —— (Uinéquation change de sens car m < 0), donc si z € D
m

1
avec D = ] —00, ] .
m

. . . - 1
— Siz <0, 1a encore I'inéquation est vérifice. Comme —— > 0
) )

m

la condition z < 0 Pemporte sur x € D : dans ce cas, on a
donc
Sm,.l = ] — o0, O]
— Si x> 0, avec des calculs similaires, on trouve que
vmr+12>2x < z¢€ [x_,:m]
Cette fois, comme m < 0, on a x_ < 0. De plus, on a :
m?+4>m? donc Vm2+4>|m|l=-m

ce qui entraine que x > 0. On en conclut que, dans ce cas,
2 est solution si et seulement si x € ]07 14] et x € D. Alnsi,

dans ce cas,
. 1
Sm,? = 0, min ( ry, ——
m

. . 1
I1 reste a déterminer le minimum entre z, et ——. On résout
m

donc, par exemple, - <z

1 - m-+vm?2+4

m 2
2 2
<— —— —m<Vmf+4
m
Pour simplifier les calculs, on pose dans la suite M = —m > 0.

On a donc :

2
S M<VM2+4

]\/
2 2
M) < M?*+4

!

4 2 2
W+4+A/[ <M 44
4

— <
<:>MQ\O

!

G. Peltier 8/13



On constate que cette inégalité n’est jamais vérifice. On a donc

toujours
1 - m+vm?2+4

m 2

1
On en conclut que min <, x+) = 2. (Autre méthode : en
m

2

posant P(x) = 2°—max — 1, on aurait pu aussi remarquer que

1 1 1
P (—) = — >0, si bien que —— se trouve a l'extérieur
m m m

.. 1
de l'intervalle [x,,.zu] On a donc —— < z_ ou —— > z,.

Le premier cas est impossible car x_ < 0). Ainsi, on a donc :
S =10,24]

On en conclut que, si m < 0, on a

m-+vm?2+4
Sm =5pm1 U Sm,? = ] -0,

2
En définitive,
m—+vm? + 1] )
—00, ——————| sim<0
2
S = }foo,l] sim =20
1 m+vm?>+4 )
— | sim>0
m 2
Exercice 5 — La conjecture de Caramel /15
5
On définit la suite (u,)nen par ug = 2, u; = 3 et
Vn € Ny = (vl —2) —w

De plus, pour tout n € N* on pose
0, = 25x@=(-1"
L’objectif de cet exercice est de montrer que pour tout n € N*, on a :

I_unJ = Qn
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1) Montrer que pour tout n € N*, Pentier 2" — (—1)" est un multiple de
3. On ne pourra pas utiliser la formule de factorisation de a™ —b". /3

On raisonne par récurrence sur n.
e Pourn=1,0na

9 (1) =2~ (=1) =3

donc la propriété est vraie pour n = 1.
e Soit n € N*. On suppose que 2" — (—1)" est un multiple de 3.
Montrons qu'il en est de méme pour 2" — (—1)"*'. On a

2n+1 o (_1)7l+1 — 271, X 2 + (_1)71
Or, par hypothése de récurrence, il existe k € Z tel que
2" — (=1)" =3k
= 2" =3k+ (-1)"
Alinsi,
2n+l _ (_1)71,+1 _ (3/§ 4 (—1)”’) x 24 (_1)71
=6k+2x (=1)"+(-1)"
(—

=6k +3 x (—1)"
= 3K

avec k' = 2k + (—1)". Comme k' € Z, la propriété est vraie au
rang n + 1.

Ainsi, 2" — (—=1)" est un multiple de 3 pour tout n € N*.

2) Calculer les valeurs de a1, ag, as ainsi que ug et us. /1,5

On a -
ay — 23 =

De plus,
Uy = U X (US—Q) — U

5 5
=S x(4-—92 -2
3 (=2 =3

5

— 5 - =

7T

Il
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U3 = Uy X ul *ltl
5
(-
5 17 b5
7><7_7
2 4 2
_[®
18

3) Caramel, qui étudie en MPSI, a utilisé la question précédente pour
conjecturer que :

1
vne N w,=a,+—
n

En supposant cette conjecture vérifiée, montrer que |u,| = a, pour
tout n € N*. /2,5

Par la question 1), il existe k € Z tel que 2" — (—1)" = 3k. Ainsi,
= 2% =9

En particulier, a,, est un entier. On en déduit que

1 1
|_unJ =l|lap+—| =ap+ | —
G, Qp,

. . 1
Pour conclure, il suffit de montrer que { = 0, ou encore que
Qp,
e 1
0 < — < 1. Comme a,, est positif, il suffit de montrer que — < 1,
a"VL
ou encore a, > 1, cad a, = 2 car a, est un entier.

n
Montrons que a,, > 2. Pour cela, il suffit de montrer que & > 1. Or,
2" > 2> (1)

donc 2" — (=1)" > 0. On en déduit que 3k > 0, donc k& > 0.
Comme k est un entier, on a bien & > 1. Finalement, on a bien

1
L J =0, donc
a/’fl

WTI,J = ap

4) Terminer la preuve en vérifiant la conjecture de Caramel. /8
Pour tout entier n > 1, on pose
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On va montrer H,, par récurrence double.

e Pour n = 1 et n = 2, la question 2) permet de conclure que
Hy et Hy sont vraies.

e Soit n € N*. On suppose que H,, et H, 1 sont vraies. Montrons
H,.5. On a

Up+1 = Un(u?,,_l - 2) —w

1 1\*
=|a,+— | x ||ap1+ -2 —uy
Qp, ap—-1

1
= (a,,,+> X [ a,_ 1M+7/Z] — U

n n—1

2
on—1 n—1
s 2711
ap1 = <2 s

2><271717(71)n71
= 3

Isolons le terme en puissance :

27171 — (-1 n—1
2 % #
C2m 2 x (1)
B 3
2042 (—1)"
B 3
_211 _ (_1)71, + 3 X (_1)71
- 3
on _ (_1)n
_ —1)"
L+ (1)
Ainsi,
2y =2
_ 2271 Sl w 9(=D"
=a, X 2(="
Par suite,
— _‘_i X XQ(‘U"_*_# — U
Up4+1 = | An an ap, ay X 2(_1>n (%1
n 1
(=1 _
o T2 @2 x 200 "
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D'une part, par le méme calcul que pour @ |, on a :
2 1 n+1
Ay, = Qp41 X 2( )
et en particulier
2 -1 —1)ntt —1)"x(1-1
an><2( " 20 = gy x 2D
= Qp41 X 20
= Up+1
et d’autre part
5 . .
1 7+2—§ si n est pair
1)
2 20" = 5 N
24 - = 5 sin est impair
ce qui conduit &
5 1
Upt1 = Upy1 + 5+ —u
2 QAp41
1
=apy1 +—— caru; = <
Qpi1 2
On en conclut que H, .1 est vraie.
Finalement, on a |u,, = a, + — | pour tout n € N*.
n

G. Peltier
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